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donner au lecteur une certaine
étre parfaitement rigoureux. Les

Avertissement : le formalisme mathématique utilisse
intuition des concepts développés sans cherchdeftus
éléments exposés dans ce document n'‘engagenagiseif.

a
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Dans la théorie économique classique, les indivelu® maximisateurs d'une fonction
d'utilité, disonsu, dépendant de une ou plusieurs variables sur ddeguils ont un certain
pouvoir de décision (quantité de travail fournimpes de loisir, niveau de consommation, etc.).
Notons x cette variable,x pouvant éventuellement prendre une forme vecterisi I'on
considere plusieurs variables, et supposons prar fes idées que représente le niveau de
consommation de l'individu. Le programme de chagdeidu rationnel s'écrit :

mxaxu(x) 1)

x pouvant éventuellement étre soumis & des coremidt type f(x)=0 ou g(x)<0 (par
exemple, si le niveau de consommation est borné&epawvenu disponible).



Dans un contexte d'incertitude, c'est-a-dire loestguvaleur dex n'est pas connue, est
mal connue ou est connue avec une certaine prababilest en réalité une variable aléatoke
affectée d'une loi de probabilitg, (x)= P(X < x) sur I'ensemble des valeurs possibie®ar
convention, on parlera de risque lorsque la lopdiabilité P est connue de maniére objective,
on parlera d'ambiguité lorsque est subjective (loi estimée par l'individu sel@s €royances,
gu'il ait ou non de linformation sur la distribani objective et la nature de l'espace des
probabilités) et d'incertitude dans les autres (as inconnue et/ou espace de probabilité
inconnu).

Le choix du niveau de consommation par I'individst alors un choix entre différentes
variables aléatoire qui lui procureront un bien-étre incertain. Ladhé de von Neumann et
Morgenstern (1944) établit que, sous certaines tingses relatives au comportement décisionnel
de l'individu, son programme en environnement ®se@st la maximisation de l'espérance
d'utilité”

max E(u(X))= max fu(x)ap )

La validité des hypotheses conduisant & ce modédienaé lieu a de nombreux travaux
sur l'axiomatique de la décision, que I'on ne ¢létaipas ici (voir [3], pour une introduction). En
effet, ce modéle a trés vite été mis en défautgzaobservations menées sur le comportement des
individus face au risque, de sorte que toute umadhre de la littérature scientifigue explore
depuis 60 ans les moyens et les conséquencesadbearelcertains axiomes afin de décrire plus
fidélement les comportements observés. Le modelkeodeNeumann et Morgenstern conserve
toutefois un caractére normatif, lié d'une partirdage de rationnalité idéale qu'il renvoie et
d'autre part aux facilités de calcul qu'il offre

1 Le modele d'espérance d'utilité

En dépit de son caractére parfois peu réalistmoéele de von Neumann et Morgenstern
(VNM) permet d'appréhender certains principes dgestion du risque. Il explique notamment
l'intérét pour les individus de diversifier et detomaliser les risques.

Pour fixer le cadre d'analyse, considérons un iddidont la fonction d'utilité esti et
son niveau de richess€, auquel on propose une loterie de gXinavec loi de probabilité® .

Le terme loterie désigne ici tout type de décisiont le résultat présente un certain niveau de

Yon notera gu'il n'est supposé aucune incertitudelssiforme méme de la fonction d'utilitéh. On pourrait
éventuellement raffiner le modéle en supposantlguenction d'utilité est elle-méme incertaine, paxemple en
introduisant un paramétrd aléatoire, définissant une classe de fonctiortitéupossibles selon les différents états

du monde : X = U, (X) = u(/i,X). Toutefois, ce n'est pas l'objet de cette note.

%Plus précisément, von Neumann et Morgenstern atliéjue le comportement d'un individu vérifianffélients
axiomes décisionnels simples est équivalent adterice d'une fonction d'utilité et d’'une loi de Ipabilité (la
probabilité utilisée par I'individu pour appréhende risque) telles que la décision prise par il corresponde

au maximum d'espérance d'utilité.

3La grande force de ce modéle tient & son cétéquatpour la réflexion scientifique : la linéarité topérateur
d'espéranceéE permet de développer assez facilement divers Isalaumels et d'obtenir de nombreux résultats sans
recourir au calcul numérique.

* Par la suite, on assimile richesse et consommatiton n’utilisera plus que le seul terme rictess



risque mais, pour lillustration, on peut évidemirgenser a un jeu de loterie standard. L'individu
accepte la loterie si l'utilité qu'il espére errestest supérieure a I'utilité qu'il espére awilrne
joue pas.

E(u(Cc+X))=E(u(C)) 3)

Toute la question des risques découle de I'évaluake cette inéquation : est-ce que rajouter une
certaine quantitéX , dont la valeur est incertaine (et pourrait égative !), & mon niveau de
richesseC (éventuellement incertalnaméliorera mon bien-étre ?

1.1 Notion d'équivalent certain

Pour résoudre le probleme posé par l'inéquationof8)ntroduit généralement - souvent
sans le nommer - le concept d'équivalent certdéguivalent certain de la loterie de ga¥n est
la somme que l'individu serait prét a recevoir apcelr en échange de la loterie proposée. Il est
indifférent pour lui de jouer a la loterie ou d'apter son équivalent certain, que I'on notBra
(comme rendement).

Mathématiqguement, I'équivalent certain &e est donc défini par I'équation implicite
E(u(C +R)) = E(u(C + X)) avec la propriété que, a la différence e R n'est pas une variable
aléatoire mais une valeur unique. L'inéquatiordg)ient alorsE(u(C + R))= E(u(C)).

Comme l'opérateur d'espéranEeest linéaire, donc croissant, et que la fonctionildé
u est par hypothese croissanie.(le bien-étre augmente quand la richesse augmelate),
fonction composé€E(u(C +...) est une fonction croissante. Il s'en suit qu’'wterie de gainX
vérifie I'inéquation (3), c’est-a-dire qu’elle astéressante pour I'individu, si et seulement $i so
équivalent certairR est positif :

E(u(C+X))2E(u(C)) = R=0
Les sections suivantes montrent comment on peuuleal R sous certaines hypotheses et
discutent les conséquences de ce calcul en mdgegestion du risque.

1.2 De l'intérét de diversifier les risques

L'intérét de diversifier les risques apparait quandaherche a calculer I'équivalent certain
R au premier ordre par rapport a la variable risgiée

Proposition 1 (développement du modéle VNM Hwoddre)

Si la fonction d'utilitéu est suffisamment réguliére et si le gain aléatrale la loterie
est suffisamment petit.€. si le résultat de la loterie a un impact margswal le niveauC de
richesse de l'individu), alors I'équivalent certainpremier ordre eiX vaut approximativement

R~ E(XU(C)) E(x)+ coy(X,u'(C)) %

E(u(c)) E(w(c))

En outre, si l'incertitude sur la richesSeest faible ie. si I'intervalle de variation d€ est petit

5 . . N ~ . L .
Le niveau de richess€ peut lui-méme étre affecté d'un certain risque, @@mple du risque que le revenu
disponible progresse moins vite que l'inflationgoé affecterait le pouvoir d'achat.



par rapport a I'espéran&(C) =C), alors I'équivalent certain vaut approximativemen
ycov(X,C)

E(C) (5)

R~ E(X)-
ol l'on a poséy=-Cu"(C)u'(C) , qui est appelé le coefficient relatif d'aversiam risque
(coefficient d'Arrow-Pratt).

Justification de la proposition 1
La fonction U étant suffisamment réguliére & étant suffisamment petit devaf, on écrit le développement de
Taylor au premier ordre par rapporté :
E(u(C + X)) ~ E(u(C)+ xu'(C))
= E(u(c))+E(xu'(C))
= E(u(C))+ E(X)E(u'(C)) + covx,u'(C))
On ne le justifiera pas ici mais, { est petit, I'équivalent certaiRR est également petit deva@ de sorte que le
développement limité vaut également p(E(lu(C + R)) Par définition deR, en éliminant les termes identiques et

sous I'hypothése quE(u’(C)) # 0 (i.e.l'utilité marginale de la richesse n'est pas é&empce nulle, ce qui revient a
dire qu'un surcroit de richesse pourrait encordiaraé le bien-étre), il vient :
E(u(C +R)) = E(u(C + X))
E(u(c))+ RE('(C))+ 0= E(u(C))+ E(X)E('(C))+ cofX,u'(C))
R = E(X)+couX,u'(C))VE('(C))
Si l'incertitude sur la richess€ est faible par rapport au niveau moyE(C)= C, alors le développement de
Taylor u'(C) o~ u'(6)+ (C - 6).u"(6) est une bonne approximation de l'utilité margimkgda richesse, et I'on a
covX,u'(C)) =~ covX,u(C)+(c-C)u"(C))
= cofX,u'(C))+ covX,c -C)u"(C)= 0+ coyX,C)u"(C)
E(u'(c) =~ E(w(C)+(c-C)u"(C))
-v(e)+Elc-c)rc)=u(E)+o
coX,u'(C)) _ couX,C)u’(C) _ -Cu’(C) covx,C)
Ewlc) —  uvle)  ule) " ¢
Sous les hypotheses standard paur (utilité croissante :u' >0, et concave, c'est-a-dire a utilité marginale
décroissante u'’ < 0), le coefficienty = —é.u”(é)/u'(é) est positif.

O

La conséquence premiere de la proposition 1 est fage au risque, on ne peut pas
raisonner seulement en espérance. L'équivalergicel® X est en effet égal a I'espérarEéx)
corrigée d'un terme que l'on appelle “'la primeridgue". Le critére d'acceptation de la loterie
(R=0) repose désormais sur I'examen de deux termgwemaier est le gain espéré de la loterie
(E(X)) et le second est un terme de corrélation entgaile de la loterie et I'utilité marginale de
la richesse. Si I'utilité marginale de la richesseappelée a diminuer (effet de satiété), unei¢ote
gagnante présente moins d'intérét que si l'utiiééginale de la richesse est appelée a augmenter
(par exemple si I'on anticipe une chute du poud@ichat).

Ce raisonnement est encore plus net si l'on andigsgiation (5): une décision
engendrant des bénéfices lorsque la richesse @steéX et C positivement corrélés) vaut



moins que les bénéfices moyens attendrs E(X)) ; a l'inverse, une décision engendrant des
bénéfices en période de crise économigie €t C négativement corrélés) vaut plus que les
bénéfices moyens attenduR ¥ E(X)). On investira donc de préférence dans les @rajeit les

bénéfices sont négativement corrélés au niveaickesse, car ils agissent comme une assurance
contre les coups du sort. C'est le principe mémé&déversification des risques : disposer de
plusieurs sources de revenus, certes risquées,doaides risques peuvent se ~compenser” du
fait qu'ils sont corrélés négativement ou pas ¢é&sréu tout.

1.2.1 Hypothéses sur le caractere marginal des risques envisagés

Par rapport a I'équation (4), I'équation (5) suppase hypothese supplémentaire, a savoir
que le risque sur le niveau de richeS§sest faible par rapport a I'espérance de cettesssC .
Cette hypothése, en général plausible pour lasg#ede demain, peut ne pas étre vérifiée si I'on
s'intéresse a la richesse dans plusieurs année(titude croit avec I'horizon de temps). Dans
un autre ordre d'idée, cette hypothése ne seraiv@able pour un individu tirant par exemple
tous ses revenus du jeu.

Le fait que I'équation (5) ne soit pas valablev@lide pas pour autant le principe qu'il
faut apprécier les risques en fonction de leur&ation a la richesse disponible. Pour preuve, si

le termeC-C n'est pas suffisamment petit devant I'espérancichesseC , le développement
de Taylor peut étre corrigé comme suifG 0[C;Clju'(C)=u/(C)+(c -C)u"(€). La difficulte
provient alors du fait qu€ varie avecC, c'est-a-dire qu'il s'agit d'une variable stodqast, et
les calculs d'espérance et de covariance s'enembwignificativement compliqués. L'intuition
conduisant au principe de diversification des resgreste toutefois la bonne.

L'avantage de I'équation (5), lorsqu'elle est Malabst de séparer dans le calcul de la
prime de risque I'effet richesse traduit par ldakde C et I'effet des préférences de l'individu (la
fonction d'utilité u) traduit par le coefficieny . Ces deux effets ont d'ailleurs un réle opposé :

e d'une part, la prime de risque est d'autant pliudefaque la richesse est grande (role
amortisseur de la richesse) ; autrement dit, plusest riche, moins on est sensible au
risque externe - par risque externe, on entenle idsque portant suX qui est exogéne
au niveau de richesse du fait de I'hypothése deginadité. Si le risque deX avait un
effet significatif (non marginal) sur le niveau dehesseC, la prime de risque serait bien
plus importante.

« dautre part, la prime de risque est d'autant ghasde que l'aversion relathgour le
risque y est grande (réle amplificateur des préférencewinhgklles) ; plus on craint le
risque, plus on diminuera la valeur associée gouojet risqué.

Le lecteur observera que est exactement I'élasticité de I'utilité marginalepar rapport
au niveau moyen de la riches€e. On retrouve donc ici 'hypothése de marginalitérigque

®par rapport au coefficient d'aversion absolue peuisque, défini comme- u"(é)/u'(C_l), le coefficient )y est

qualifié de “relatif" car il corrige la mesure lé®/ersion au risque de I'effet richesse. Commdajiré plus haut, sous
les hypothéses standard, le coefficigntest positif, c'est-a-dire que les gens sont egrgémverses au risque. Un

individu neutre au risque aura un coefficignt= O et un individu risquophile un coefficient < 0.



pesant surC : le concept sous-jacent au coefficientest bien que I'on raisonne en petites
variations par rapport a I'espérance de riches$autl donc considérer ce coefficient d'aversion
au risque pour ce qu'il est, une élasticité delif&itmarginale, et non le prendre comme une
donnée figée : un méme individu peut avoir une sigarrelative pour le risque différente selon
son niveau de richesse (et donc, en particuliéférdnte au cours du temps).

Enfin et non des moindres, I'équation (4) reposereEme sur une hypothese forte de
marginalité deX par rapport & . On s'est bien gardé de définir précisément Is sen étre
suffisamment petit par rapport &" car il s'aginé' question délicate. En effet, cela peut signifie
que 'espérance et I'écart-type Hesont petits par rapport & I'espérancecde Toutefois, dans la
plupart des cas, cette définition ne suffit pdespérance et I'écart-type indiquent ou est centrée
la loi de probabilité dexX et si elle est plus ou moins évasée, mais ilensgignent aucunement
sur la taille des queues de distribution (prob#dsiliassociées aux événements extrémeX e
Pour étre plus rigoureux, il faudrait reprendretttel raisonnement de la proposition 1 en
s'intéressant a I'épaisseur de ces queues debdigin. On montrerait alors que la variable
aléatoire X doit vérifier une propriété du type : étant donmépetit seuile et un objectif de
probabilité py, il existe un nombrer >0 et une probabilitép, D[O;]] tels que

P(X|<aC)z p, = P(R-E(X)- 28l < g)> p,
Cela signifie que, si I'on veut que I'approximatam |'équivalent certaiflR soit bonne a& pres
avec une probabilité supérieurepy (par exemple, dans au moins 95% des cas), alstfit

que la variable aléatoireX reste bornée panC avec une probabilité au moins égalepa.

Autrement dit, si la probabilité qu¥ prenne des valeurs extrémes est suffisammenefaldrs
la probabilité est élevée que I'équation (4) damme bonne approximation de.

La possibilité queX prenne des valeurs trés éloignées de son espgvanteonduire a
rendre non négligeable le risque rapportéCa Dans ces cas-la, la formule approchée de
'équation (4) n'est plus valable et I'on préferg@néralement des méthodes numériques
(simulations de Monte-Carlo) pour apprécier le ussgssocié aX . Dans le cas ou le risque
serait a peine plus que marginal, on peut toujdévelopper le calcul de I'équivalent certain a un
ordre supérieur enX (voir par exemple 1.3 pour le développement adi®r2). Le
développement limité a des ordres supérieurs a Ut pailleurs permettre de juger si
'approximation a l'ordre 1 est pertinente ou nsuivant I'ampleur des termes additionnels
apportés par les ordres suivants.

1.2.2 Un exemple : le modele d'évaluation des actifs financiers (MEDAF)

Le principe de diversification des risques se reteo au niveau de la gestion des
portefeuilles d'actifs financiers. La propositiopdrmet de retrouver le modéle d'évaluation des
actifs financiers (MEDAF, ou CAPM en anglais, p@apital Asset Pricing Model).

Proposition 2 (MEDAF)
Soit un marché financier sur lequel l'individu péwestir dansn produits financiers

"Cette définition est d'ailleurs exacte si la vagalX suit une loi normale, puisque celle-ci est paefaiént connue
a partir de ces deux parameétres : moyenne et gpart-



risqués, dont les gains aléatoires sy¥py,,....Y,,....Y,, et dans un actif financier sans risque, de

gain certainR. Notonsy,, =Zqui le gain moyen sur ce marché (lgsreprésentent les poids

i=1
relatifs des différents actifs dans la valorisatijonm est faite de ce marchg g =1).
i=1
Si le marché est parfait, le rendem&nt'un actifi vérifie

E(v,) ~ R+ 5 (E(Y, )-R) (6)
ot B =coMY, Y, )varY,, ) est appelé le ““béta" de I'actif Cette équation reste valable si, au
lieu de raisonner sur les rendements des actifeaieanne sur les taux d'intérét servis

E(r) ~ r+p(Eln,)-r) ()
ou le coefficientf est identique au précédent et peut egalemencélralé en remplagant les
gainsY,,Y,, par les taux dintérét,r,, : S =coMr,,r, Jvarr, ) .

Justification de la proposition 2
Un individu rationnel qui ne disposerait pas dasitsources de revenus que ses placements finapeigrs'assurer
un gain égal au gain moyen du marché. On considéne que son niveau de richesse est donnéCpaly,,
(éventuellement a un facteur d'échelle pres). Slilhaite améliorer ses revenus, il examinera lasilpiditd
d'augmenter au moins marginalement sa part d'uh iagn souscrivant a la “loterieX = &Y, (avece K1), ce

qu'il fera si

E(u(v, +e¥))= E(u(v, )
Une autre option possible serait d'investirdans I'actif sans risque, ce qui lui rapportegh®. Par suite, I'individu
est indifférent entre gagneeR ou gagner I'équivalent certain de son placementl'aatif I, soit environ
E(£Yi)— ycov(in Yy )/\7M (on laisse au lecteur le soin de vérifier quertgppsition 1 est valable & est choisi
assez petit et si l'on s'intéresse aux rendememwtsue terme de sorte qug, soit sufisamment peu différent
de,,).
Si le marché est parfait, donc en permanence auilildg, on a ainsi pour tous les actifs
&R~ E(gY,)- ycoveY,,Y,, )IY,, . ce qui peut se réécrire comme

E(Y,) ~ R+ yeoY,, Y, )Y,
Le raisonnement est aussi valable pour toute comgun linéaire i(e. tout portefeuille) des actify,, donc en
particulier pour le gain moyen du marché v,, . On a donc aussi I'équation
E(YM )— R~ VCOV(YM Yy )/\?M = yvar(YM )/\?M. En éliminant entre les deux équations l'espérateegain
moyen du march&/, , il vient la formule cherchée

yCOV(Yi Yu )

Vva'(YM )/(E(YM )_ R
ot I'on a posés, = covY,,Y,, Jvar(Y,, ).
Si I'on considére maintenant les taux d'intéréviseune sommeS placée sur l'actif sans risque présente un
rendementR = S(1+r) et placée sur I'actif un rendementy, = S(1+r,), ou r et I, sont les taux dintérét

E(Y)~ R+

)= R+18i(E(YM)_R)

respectifs. La méme somme placée en proport@nsur chacun des actifs du marché rapporteraitube ti@oyen du

marchér,, defini par



S(1+rM):YM :iQi i qu (1+r) ZCL +Zn:q| .J 5(1"'2(]. J dour, = iqm
On peut ainsi remplac:r dans quuatlon (6) -
E(Y) ~ R+ B (E(Y, )-R)
E(S(t+r)) = s(t+r)+ B (E(SL+r, ) - sl+r))
S+SE(,)~ S+Sr+a(s+SE(r, )-S-Sr)

)
| c{i) =~ 1+ A (E(,)-1)
et le "béta" de l'actif vaut
_cofY,,Y,, ) _coMS{i+r,),S(1+r,)) _ S?cofl+r 1+r,) _codr,ry,)

T valy)  vafsien,))  Svafier,)  valy,)

O

La proposition 2 revient a dire que, au premierr@rda prime de risque d'un actif,
E(Yi)—R, est proportionnelle a la prime de risque moyesue le marché,E(YM)—R. Le

coefficient de proportionnalit¢s, dépend de la corrélation entre cet actif et le mamement

moyen du marché.
Pour étre plus précis, on peut observer gue p,, .0./0, , ou p,, est le coefficient de

corrélation entre l'actif et le comportement moyknmarché, eto;, o,, sont les écarts-types

respectivement de l'actif et de la moyenne du néar€m voit alors que la prime de risque d'un
actif donné est proportionnelle a trois termes :

* la prime de risque du marche,

* la corrélation de I'actif avec le rendement moyemmrché,

* et le rapport existant entre la variabilité deastf et la variabilité du marché.
Un actif strictement corrélé au marchg,( =1) aura une prime de risque d'autant plus élevee

que sa variabilite intrinseque;, est grande par rapport a celle du marahg¢. Un actif
faiblement corrélé au march@(, = £) verra sa prime de risque réduite en proportions.

Une conséquence de la proposition 2 est que, agant économique supporte un risque
qui peut étre revendu sur les marchés financiergrime de risque associée est donnée par
I'équation (6). En effet, tout ~“excédent" d'ai@rsau risque n'a pas lieu d'étre puisque le risque
est diversifiable par l'intermédiaire du marché.viadorisation du risque est donc celle observée
sur le marché et elle ne dépend que de la primesgee moyenne du marché. La prime de risque
moyenne du marché représente, elle, I'ensembleistpges non diversifiables via le marché en
guestion (ce qui ne veut pas dire que ces risqaeseraient pas diversifiables si I'on pouvait
interconnecter ce marché avec d'autres).

La proposition 2 fait apparaitre une caractérigigurprenante a premiére vue : dans le
MEDAF, la prime de risque des actifs semble indépete de la fonction d'utilité supposée des
agents économiques. En effet, le coefficient dsiwarau risquey a disparu au cours des calculs
(on a d'ailleurs passé sous silence la possiliité différents acteurs sur un méme marché
puissent avoir des aversions au risque difféeren@syésultat vient du fait que, sans le dire, on a
raisonné en faisant I'hypothese d'un individu regméatif du comportement moyen des acteurs du
marcheé. De fait, I'aversion au risque n'a pas dispaec le coefficieny : elle est implicitement



présente dans la prime de risque moyenne du nfardérement dit, le MEDAF repose sur
I'nypothése que le comportement moyen du marctditrda fonction d'utilité moyenne des
agents opérant sur le marché.

Ce résultat découle essentiellement de I'hypothasede marché est parfait. Notamment,
les actifs financiers y sont supposés parfaitemigptides, c'est-a-dire qu'ils peuvent étre
échangés a tout instant, dans n'importe quelletijéagt sans colt de transaction entre deux
agents qui y trouveraient un intérét mutuel. Péewas, I'hnypothése de marché parfait inclut aussi
I'absence d'opportunité d'arbitrage, c'est-a-dimgbssibilité de trouver une stratégie de gestion
de portefeuille gagnante & coup sir sans prendrenatisque. C'est cette hypothese qui va
induire le principe d'équilibre” du marché gdissant que, a tout instant, I'équivalent certain
d'un actif risqué sera égal au rendement de I'sati§ risque.

1.2.3 La notion de probabilite risque-neutre

Le calcul de I'équivalent certain de la loteMefait apparaitre deux termes, I'E{X ) est

I'espérance de la variable aléatoire et est ind&perde la fonction d'utilité de I'agent, le second
est la prime de risque et dépend de la fonctiotilitBude I'agent. Faute de données empiriques
sur les fonctions d'utilité individuelles, la prinde risque est souvent difficile a calculer.
Idéalement, il serait beaucoup plus simple de iravealculer que le terme en espérance. C'est
I'idée de la probabilité risque-neutre : transpdsgrrobleme du calcul de I'équivalent certdn
dans un monde fictif, ou il suffirait de calculerdpérance d& .

Proposition 3 (probabilité risque-neutre)

Si l'incertitude sur les états possibles du morslgeprésentée par une loi de probabilité
P (probabilité réelle), il existe une loi de proddbi Q, dite risque-neutre (probabilité fictive),
telle que I'équivalent certain de la lotede soit :

R~ E(X)

ol E désigne l'opérateur d'espérance sous la proliafilitEn notantu la fonction d'utilité de
l'individu et C sa richesse@ prend les valeurs, dans les différents éta® du monde), la
probabilité définie pardQ, :%d% pour chacun des états du mondeest une probabilité
risque-neutre satisfaisant cette propriété.

Justification de la proposition 3
Les calculs conduisant a la proposition 1 étahtisbégalité (approchée) suivante pour I'équivataEttain

"~ E(xu(c)
A=)

Si l'on revient a la forme intégrale de l'espéranme a E(X.u’(C))=IX9.u'(C9)dF>H. Il suffit d'effectuer le

ucp)

changement de variable dQH = O)] dPg pour Voir apparaitre I'égalité
E(X.u(C))= E(u’(C)).jxngg = E(u'(C)).E(X), d'ou découle le résultat. O

8 Si tous les actifs du marché suivent des mouvesrtEotvnien géomeétriques, la prime de risque de inéavaut
exactemeniE(rM )— r=yo, % ol y est l'aversion relative pour le risque de I'agesgrésentatif moyen.



La proposition 3 permet de calculer simplementuiéglent certain d'une loteriX dés
lors que l'on sait calculer la probabilité risquestre. Inversement, connaissant la distribution des
valeurs probables dX , on peut calculer simplement la probabilité risgeetre : par définition,
ce sera la probabilité sous laquelle le gain aésack sera égal au rendement de I'actif sans
risque (neutralité au risque). Par exemple, sidaessse est 100, le taux sans risque 2% & Si
peut donner un gain de 8 ou une perte de 2 sétat Hu monde, on va chercher la probabilité
risque-neutreg,1-q) telle que :

q.(100+8)+ (1- g).(100- 2) = g.100(1 + 2%) + (1 - q).100(1 + 2%)
10g+98=102
g=04

On constate sur cet exemple que la probabilit@&ieistputre n'est pas équilibrée entre les
deux états du monde (on n'a pgas 1-q= 05). Elle place moins de poids sur I'état favorable
(gagner 8) que sur l'état défavorable (perdre 2ndriére a ce que le gain espéré de la loterie
soit effectivement égal au gain sans risque (gagnqui est la croissance certaine du niveau de
richesse). La probabilité risque-neutre contientteolinformation sur la fonction d'utilité de
l'individu : il est équivalent pour lui de parievex les probabilitésj= 04 et1-q= 06 sur les
deux états du monde possible, ou de parier aveprabsabilités égales(b) et de tenir compte
d'une certaine aversion au risque.

1.3 De l'intérét de mutualiser les risques

A linverse du probleme précédent, dans lequel gentaéconomique est confronté a
plusieurs risques (au minimum celui de la loter@ppsée et celui portant sur sa propre richesse),
le probleme de mutualisation correspond au partdge risque entre plusieurs agents
economiques. L'intérét d'une telle répartition apftdorsqu'on développe au deuxieme ordre le
calcul de I'équivalent certain.

Proposition 4 (développement du modéle VNM Sor@re)

Si la fonction d'utilitéu est suffisamment réguliére, si le gain aléato{rede la loterie est
suffisamment petitif. si le résultat de la loterie a un impact margisat le niveauC de
richesse de l'individu) et si l'incertitude surilzhesseC est faible ice. si l'intervalle de variation

de C est petit par rapport a I'espérarE(L‘): C), alors I'équivalent certain au deuxiéme ordre
en X vaut approximativement

R:[E(x)—%cov(x,c)j—%[E(x2)—(E(x)—EZcov(x,C)sz 8)

= E()- Leodx )~ o vatx)- £ Elx)eo )+ s ook,

2C3

En particulier, si la loterie ou l'actif risqu& n’est pas corrélé a la richese (i.e.
cov(X,C) = 0), alors I'équivalent certain au deuxiéme ordragra forme trés classique

R E(x)—%var(x) 9)
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Justification de la proposition 4
Le développement limité de I'équation implicite idissant R, a savoir E(u(C+R))= E(u(C+X)), permet
d'approcher la valeur dB aussi prés que I'on veut si I'on pousse le calafisamment loin. A l'ordre 2, on a d'une
part u(C + X )~u(C)+ X .u'(C)+22u"(C) et dautre parti(C + R)~u(C)+Ru'(C) +& u"(C) . Il s'en suit
Eluc)+ Ru(c)+ 2u(©)) ~Elu(c) + xw(C)+ 22u"(C))
E(u(c)+ RE((C))+ £ E(u"(©) ~E(u(c))+ E(xu/(C)) +3 E(x2u"(0))

RE(U'(C)) + £ E("(0)) = E('(O))E(X) +<kuled)+ 1 ”(C))( (x2)+_(_(_»_c°(Exu2 jJ
)

e el =6 i )+ ey -
On utilise ensuite les approximations suivantes
u'(c) =~ u(C)+(c-C)u"(C)
u"(C) = u(C)
Re = (E(X )+ 2ue)

E(u'(C
d'ou découle le résultat

R:(E(X)—%COV(X,C))—%(E(Xz)_ (E(X)‘EZCOV(X’C))Z)

O

L'équation (8) montre que, au deuxiéme ordre,ut torriger I'approximation du premier
ordre par un terme mesurant I'écart entre Iesaﬁ(ﬁz) et R*. On prend ainsi en compte non
plus seulement l'espérance de la loterie mais aasariabilité.

Dans la pratique, la seule forme couramment udiliest I'équation (9) qui a une
interprétation tres intuitive : I'équivalent centale I'actif risquéX est égal a I'espérance de
diminuée d'un terme proportionnel a sa variances Phactif est risqué, c'est-a-dire plus sa
variance est grande, moins [lindividu Ilui attache daleur. Cette valeur diminue
proportionnellement avec la variance et ce d'aythust vite que l'aversion au risqueest élevée.
Toutefois, si la variance de l'actif demeure faipbe rapport au niveau moyen de richease
priori de l'individu (var(X)<<5), I'impact du risque sur son appréciation de lawade ['actif
demeure faible. L'attitude des individus face aque dépend donc de leur aversion relative pour
le risque et de leur niveau de richesse.

Dans l'évaluation de leurs projets d'investissemiesaucoup d'entreprises évaluent les
gains associés au projet avec une formule similaire

R~E(X) _var(X)
2F
ou F est la part de fonds propres qu'elles investisgams le projet, ce qui en soi est une mesure
conjointe de leur richesse disponible et de le@rsion au risque. Par analogie avec I'équation
(9), F peut étre vu comme la mesure de la tolérance abstd I'entreprise pour le risque, c'est-
a-dire la part de richesse que les actionnaires dmposés a perdre dans le cas le plus
défavorable.
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1.3.1 Le partage du risque collectif entre plusieurs individus

La prise en compte de la variance dans le calcliédaivalent certain montre comment
la mise en commun d'un risque collectif permet dieminuer le codt individuel. On considére ici
un groupe d'individus confronté a un choix collediqué rapportantX (par exemple, un projet
d'investissement porté par un certain nombre diactires). Les d'individus présentent chacun
une fonction d'utilitéu, u,,...,u,,...,u, et un niveau de richesse differe@scC,,...,C,,...,C,,.

Proposition 5
Si chaque individu porte une part égale du risepliectif X, selon la formuleX; = X/n,

alors la prime de risque globale est divisée paolabren d'individus.

Justification de la proposition 5
Considérons le cas ol le risql€ est porté par un seul individu, que I'on suppegedsentatif du groupe au sens ol

son aversion absolue pour le risque, ng#8 , est égale a la moyenne de celles demdividus formant le groupe,

O\|‘<\

n
c’est-a-dire %Zc’ Par I'équation (9), la prime de risque de celvidd vaut
i=1

—_R=7
E(X)-R=LvarfX)
Si maintenant Ie risque est réparti également et individus, chacun portera la prime de risque

( ) R = Val'(X ) si bien que la somme des primes de risques thaiies vaudra

ZvarX,)=13 LvafX)= 1.2 Lva(x)=2.Zvar(x)
i=1 i=1
Oa

Lorsque le risque est réparti également entiadividus, tout se passe comme si la prime
de risque était celle percue par un individu repméstif moyen (au sens de l'aversion absolue au
risque) avec une variance affectée d'un factéar. A supposer que l'aversion absolue au risque
soit sensiblement égale dans la population, la @@ risque du projet est donc d'autant plus
faible que l'impact de celui-ci est réparti surgrand nombre d'individusv(ar(x)/n décroit a
mesure que la taille du groupe augmente). On adoait intérét a partager le risque sur le plus
grand nombre, via des mécanismes redistributgsdfité, police d'assurance, etc.).

Si l'aversion absolue au risque est sensibleme¥gaie au sein de la population (par
exemple parce que les niveaux de richesse sontdisparates), il n'est intéressant de faire
adhérer un nouvel individu au projet que si sonrgiwa absolue au risque est inférieure a
(2+1/n) fois la moyenne de celle das individus qui participent déjaDe la découlent les
phénomeénes de club tendant a fédérer les agemsradaues selon leur degré d'aversion absolue
au risque (et, partant, selon leur niveau de rexdes

%En effet, si20tL Yoy <[2+ j ZL alors

n+l
)
i=1

(n+1y

= O

@]

1 &y 1y, N 1y 1 2n+1& ) _ 1 &)
. _(n+1)2-Z:1::+ C it ok



Proposition 6 (partage optimal du risque collectif)
Si la collectivité porte un risqu& , le partage optimal du risque entre lesd'individus
conduit a transférer a chacun une part de risqapoptionnelle a sa tolérance absolue pour le

risqueT = % Si le partage du risque est optimal, le compoetgrmoyen de la collectivité vis-
I

a-vis du risqueX correspond a celui d'un individu représentatif erogont la tolérance absolue
au risque est la moyenne des tolérances indivigsialll risque :

_1g
T—n;'l'i

Justification de la proposition 6
Notons g, la fraction du risque collectiX attribuée a l'individu (le risque porté par l'individii est X, = g X

n

et l'on a Zqi =1). Le partage optimal du risque est celui qui misgnla somme des primes de risques
i=1

individuelles

n n
. V; ) _
( min )Zf var(qi X ) , sous la contramteZ: g =1
G An iz T i=1

En notantA le multiplicateur de Lagrange associé a la contessur les; , le probleme se réécrit

min )[gzi(‘:iqfvar(x)w{gqi -1]}

(ql """ In
et, pour chaque i, la condition d'optimalit¢ au premier ordre vaugqivar(X)+/] =0, soit
1

g =-AT, lvar(X) ou l'on a fait apparaitre la tolérance absoluerisgue T, définie comme linverse de

l'aversion absolue au risqug /Ci. A loptimum, la part de risque portée par chadueividu est donc
proportionnelle & sa tolérance absolue au risgqlieét unique et ne dépend pas de l'individu congjdér

n n
T
La contraintez g =1 implique _F?(YFZTI =1, dou _Wr/](ﬂ =L et =-F. Silaredistribution du risque
i=1 i=1

est optimale, la prime de risque collective, dé&ficomme la somme des primes de risque individyeléag donc
n n 2 n X
g2 =3 (1) -y T _ var(X)
> L atvar(x)= 3 2 fvax) = 3t var(x) = Y
i=1 i=1 i=1
La prime de risque collective est donc celle quengraientn individus représentatifs moyens ayant chacun la
tolérance moyenne au risque.

O

A linverse de la proposition 5 qui montrait queass de partage €gal du risque c'est
l'aversion moyenne pour le risque qui compte poécrice le comportement collectif, la
proposition 6 montre qu'en cas de redistributiontinogle du risque, c'est-a-dire
proportionnellement a la tolérance au risque, da&stolérance moyenne pour le risque qui
importe pour décrire le comportement de la coNétgti Ce constat, qui dépend étroitement de
I'nypothése d'optimalité du partage du risque,sacd@séquences importantes.

Ainsi, si la collectivité comporte un sous-groupmdividus neutres au risque (aversion
absolue pour le risque nulle ou tolérance infinieriaque) et que leur niveau de richesse permet
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d'absorber l'intégralité du risqu¥ , ce sont eux qui déterminent l'attitude collectfaee au
risque : la prime de risque collective associé¥ a&st nulle. Autrement dit, le risque considéré
n'‘a pas de valeur pour la collectivité car il pétre absorbé par les individus les plus riches
supposes infiniment tolérants au risque.

L'optimalité du partage du risque collectif pourrtiéoriquement étre assurée par un
planificateur omniscient qui saurait définir exawént les quantités, a faire porter sur chaque

individu. Toutefois, connaitre la tolérance au uisgle chaque individu.€. sa fonction d'utilité)

est une tdche éminemment complexe en pratiqueinyelse, les mécanismes de marché qui
permettent aux individus d'échanger les bienspat des risques, en fonction de leur appétence
respective pour le risque révélent implicitementtdérance de chacun pour le risque. En
pratique, on fait donc I'hnypothése que le fonctement du marché est suffisamment proche de la
perfection pour garantir I'nypothése de répartitogpiimale des risques : le libre échange des
risques entre les individus assure la répartitiptmmale, donc la couverture optimale du point de
vue collectif. Cette hypothése trés généralemeité fan finance® est pourtant largement
discutable pour les actifs réels : malgré le dgyedment des pratiques d'assurance et de ré-
assurance, de nombreux risques ne peuvent étragahaur un marche.

1.3.2 La mise en commun des risques au sein d'un groupe d'individus

A l'inverse du probleme de partage du risque ctifjgreut se poser le probléme de mettre
en commun des risques individuels. La prise en tenge la variance dans le calcul de
I'équivalent certain permet d'expliquer lintéré& dette mutualisation. On reprend le cadre
d'analyse précédent et I'on suppose cette foichaeun des individus est confronté a un risque
individuel X; (par exemple, le risque d'une perte de revenuaum arrét de travail pour

probleme de santé), générant une prime de risqgliadoelle yi/(25i ).var(Xi ).

Proposition 7
Si les risques individuelX; sont mutualisés au niveau du groupe, alors itexise clef

de redistribution qui permet de réduire la primeidgue portée par chaque individu et, par suite,
la prime de risque globale.

Justification de la proposition 7
La somme des primes de risque individuelles lordesigisques ne sont pas mutualisés vaut

n
%
21:2_51 var(X;)
i=
Supposons que ces risques sont mutualisés soosra fl'une caisse commune (type assurance matagipprtant

un risque X = Z X; et que chaque individu en supporte une fractipX (avecZ:qi =1). La prime de risque
i=1 i=1

pour l'individui est désormai;li/(ZC_ii ).qfvar(x).

10 4 théorie de la finance classique repose sur trgpothéses, liquidité des actifs, complétude deschés et
absence d'opportunités d'arbitrage, qui conduigenipposer que les marchés financiers sont par@otame toute
théorie, celle-ci est plus ou moins proche de #itéé
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n n
Choisissons par exemplg, = /vaﬂxi )/z /vaﬂxj i Il est clair queZqi =1 de sorte que l'espérance de
j=1 i=1

n n

risque globale est inchangéez: E(qX)=E(X)= ZE(xi). Avec ce choix de redistribution des risques, on
i=1 i=

réduit les primes de risques individuelles :

L grvax)= 4 V""{XJH waf 3%, |- fovaix) Lt

(@]

2C 2 j=1 Zn:\,ar(xj +22 var(X \/EW)

i
=1 jzk

Or |CO\/(XJ-,XJS\/V&'(X-)\/V&'(Xk), de sorte que l'on obtient un majorant de la pridee risque

%ql Val‘(X)< Evar(x ) La prime de risque individuelle supportée dangde avec redistribution des
1

risques est donc inférieure a la prime de risqd&iduelle supportée dans le cas sans redistributio
O

La proposition 7 montre que la mutualisation desjués présente un intérét pour la
collectivité si l'on sait redistribuer judicieusemde risque global entre les individus. La somme
des équivalents certains pour I'ensemble des mhavparticipant a cette mutualisation du risque
est alors supérieure a ce qu'elle serait sans traatian des risques

3 {E0 ) 2 qtvar(x)) = E(x)- 32 qivafx)

i=1 i=1

\Y,

E(x)- 3 2 varx,) = $(E(X,)- 2 var(x,)

Toutefois, sila prime de risque est diminuée macun des individus, il n'est pas certain
que chacun retire en définitive un avantage a stegye. En effet, sans mutualisation des risques,

lindividu i supporte un cotE(X, )~ y;/(2C, Jvar(X,) tandis que, dans le cas d'une mutualisation

lui laissant une fractiom, du risque collectif, il supporterait un cont( )— yi/(ZCi ).qi var(X).

Le bilan de la mutualisation pour le groupe esedif’ement positif mais pas nécessairement
celui des individus auxquels on demanderait undritanion trop élevée, par exemple telle que
g = E(X,)E(X). En d'autres termes, si I'espérance du risqueithdil est faible par rapport a la
moyenne du groupe mais son écart-type élevé parorg@ I'écart-type moyen du groupe,
l'individu n'a pas intérét & mutualiser son risquesein du groupe dés lors que la redistribution se
fait sur la base de I'écart-type.

Tout I'enjeu des systémes d'assurance et de nwaitastl de trouver un systéme de
redistribution du risque qui soit aussi bénéfigue gossible pour le groupe tout en restant
avantageux pour chacun de ses membres. De la @étdes principes de calcul des cotisations
individuelles incluant par exemple une franchiset@ contre les comportements irresponsables
des agents qui, se sachant assurés, ne prendraeihds mesures nécessaires pour réduire leur
risque individuel) et tenant compte, pour partig, miveau de risque individuel (cotisation
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dépendant de I'age, adhésion soumise a un bilaardé), voire du niveau de richesse (cotisation
indexée sur les revenus). Le développement de westigns a été longuement étudiée par la
théorie des problemes principal-agent et les mé&hatk résolution des cas d'aléa moral et
d'antisélection.

1.4 La prise en compte du temps

L'incertitude existant sur le futur incite a cor&iel I'avenir comme risqué. L'aversion
pour le risque (ce qui se passera dans le futdditiune certaine préférence pour le présent, que
I'on pourrait caricaturer par la maxime « Un “"§éh vaut mieux que deux tu l'auras !" ». La
guestion centrale est alors : combien suis-je @&&crifier aujourd'hui pour obtenir des bénéfices
incertains (ou réduire des pertes probables) alateefuture donnée ?

Le cadre formel de décision impose de définir orefion d'utilité intertemporelle tenant
compte de l'interaction possible entre ce qui ss@a différentes périodes. On considére ici le
cas le plus simple, une fonction d'utilité séparabh temps, c'est-a-dire telle que I'utilité a
l'instant t ne dépend que du niveau de richesse a cet instambn des niveaux de richesse
antérieurs (effet de regret) ou des niveaux deegsé futurs (effet d'anticipation).

1.4.1 Oul'on retrouve la notion de VAN

Considérons un agent économique dont la séquenupotelle de richesse est
C,.C,.....C,,... a chaque période et la fonction d'utilitéest invariante dans le temps. Cet agent

est confronté a une décision risquée engendras¢daence de fluxX,, X,,...,X, ,.a chaque
période (par exemple, un investissement co(taritalgment X,et rapportant ensuite des
bénéficesX, pendant un certain temps).

Si I'on suppose qu'il existe, indépendamment deetautre considération, une préférence

pure pour le présent (représentée par un facteatudlisation temporelle™®), alors I'espérance
de la fonction d'utilité intertemporelle de I'agst#crit

E(Z edu(C, + X, )j (10)

t=0

et le projetX,_,, , estintéressant si

........ E(Z eu(C, + xt)J > E(Z eu(C, )j (11)

t=20 t=0

Gollier ([4]) donne une discussion de cette inéigpmaet le développement des calculs
conduisant a la réécrire, au prix de certaines thgses analogues a celles déja énoncées plus
haut, sous la forme standard d'une valeur actoette (VAN) dont on étudie le signe. Il ne s'agit

Par définition :
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e Tt +R)| = Zeulc+x)

t=0 t=0

> e?E(u(C, +R))=> e “E(u(C, +X,))

; eE(u(c,))+ ; e*E(u'(C,))R ~ ; e *E(u(c, )+ ; e *E(X,u'(C,))

Si I'on simplifie des deux cotés et que I'on divige E(U'(C,)) (espérance de I'utilité
marginale de la richesse initiale, supposée siniete positive), lI'inéquation (11) devient

-& EWi(C - EWlC EX.u’C))
Sty o) R~ 2" Efuréc;%- i) = O (12)

la VAN est positive, il convient d'entreprendrepi®jet ; sinon, il faut ne faut pas le faire. Pour
les lecteurs qui ne seraient pas convaincus, enanposa, = 5—%In(§§é§—3%) et

E—(EX(L—;L(%D: E(X,)-PX,, ot PX, est la prime de risque du projet pour 'annéen retrouve la
forme classique de la VAN :

>e R ~ > e™(E(X,)-PX,)20

t=0 t=0
Dans cette VAN apparaissent clairement deux termes

« d'une part, le facteur d'actualisatieri’ qui est fonction de la préférence pure pour le
présentd et du taux d'accroissement de 'utilite margimea richesse ¢, est le taux

d'actualisation des flux économiques engendréteganjet, et ce taux dépend du temps
(il n'y aa priori aucune raison pour que ce taux soit constant[SDir
» d'autre part, I'équivalent certain des flux écorgpras du projeR , qui est fonction de

l'espérance des flug(X,) et de la prime de risqueX, .

On voit ainsi clairement que le facteur d'actudilisaporte en lui l'incertitude sur la croissance
du niveau de richesse (= risque systémique ou &eoga projet) et que le risque du projet (=
risque spécifigue ou endogene) est pris en congp@rément via une prime de risque variable au
cours du temps.

La distinction établie ici entre les rbles du talixctualisation et de la prime de risque du
projet est une distinction purement formelle. Rirdempécherait, pour des raisons pratiques,
d'inclure également la prime de risque dans le taiquel on actualise les bénéfices attendus du
projet, par exemple ainsi (pratique courante déspnses, qui actualise en utilisant le WAEC

l]L\Neighted Average Cost of Capital = colt moyen poadié capital. La difficulté de cette pratique tian fait que
le WACC du projet est déterminé a partir de I'obatton des marchés financiers et que la prime sbué qui en

résulte ne correspond pas nécessairement a la genmisque calculée sous la fornlf@-&)(t , hotamment lorsque le
projet comporte des externalités non valoriséess das prix de marché. En outre, la plupart deseenses
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du projet) :

- 1 PX
> e "E(X,) avecw, = a, ——In(l——‘J
t=0 t E(xt)

Inversement, rien n‘empécherait non plus de tempte de l'incertitude sur la croissance de la

richesse via une prime de risque spécifique plgét de l'inclure dans le taux d'actualisation. Ce
serait le cas si l'on calculait la VAN a partirlgguation (12).

1.4.2 Calcul du taux d'actualisation

Une spécification courante pour I'utilité marginale la richesse est’(c)=c™. Par
ailleurs, il est courant de supposer que la richesit une croissance tendancielleet des
chocs aléatoires d'amplewr a chaque période (les chocs sont modélisés commerér

mouvement browniewB,), ce qui s'écrit sous la forffeC, = C,e "™ . Sous ces spécifications,
on obtient une formule exacte pour le taux d'actatibn, qui est alors indépendant du temps :

E[UI(C‘ )] y2a?

guic,)) *TH 2 13)

a, = 5—%In

ou J est le taux de préférence pure pour le préseentaellement égal a 0 si I'on considére que
le futur compte autant que le préseng), traduit la décroissance de l'utilité marginalelae

richesse (effet richesse : pourquoi investir alhwi alors que l'on sera plus riche demain ?) et
y?c?l2 traduit lincertitude sur cette décroissance (effeécaution : il peut étre intéressant
d'investir aujourd'hui pour faire face a l'incertie sur la richesse future).

Gollier ([4]) expligue comment, si la croissancadencielle 4 présente une incertitude,

le taux d'actualisatiom doit varier au cours du temps et décroitre altreg terme. On notera
gue c'est cette approche qui a présidé a la révihiotaux d'actualisation par le Commissariat
Geénéral au Plan ([5]) et qui a conduit a la valeumériquea = 4% décroissante dans le temps.

Si linterprétation de I'équation (13) est inteiledtlement satisfaisante, son application
présente des incohérences avec les observatiotiséesasur les marchés économiques et
financiers. En particulier, le taux d'actualisatiamquel conduit la théorie est bien supérieur a
celui qu'il devrait étre si I'on se fondait surfagx de marchés et le montant théorique des primes
de risques est bien inférieur a celui exigé réadlenpar les investisseurs.

Pour illustrer la chose, considérons un projet s&stie (les financiers diront un actif

retiennent souvent un WACC constant sur la duréaeldu projet, alors qu'il n'y a aucune raisonrpgue la prime
de risque soit constante dans le temps. Par exennpéefois passé le risque de construction, lagstuges projets
d’infrastructures ne sont plus soumis qu'a desigsqle fonctionnement et de recettes, qui n'onfireeicaison d’étre
de la méme forme et de la méme ampleur que legidgilconstruction.

12 . L P . 2 ,
Avec cette formulation, la variation infinitesimalde la richesse vautic, :(y—%)ctdt+actdBt et l'on a

e(c,) = E(co)e(‘“”z/ - var(c,) = var(CO)ez(#+02/2)le02t +(e(co))’ a2} (o). se reporter au calcul

stochastique et, en particulier, a la formule ddioar retrouver ces résultats.
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sans risque). Sa valeur actuelle nette est égieeét"R(, ce qui revient a dire que la rentabilité
t=0

du projet {.e. la croissance ~"moyenne" des bénéfide$ doit étre supérieure ou égale au taux
a auquel sont actualisés les benéficERI(= a ). Compte tenu de la croissance de I'économie et
du niveau d'aversion relatif au risque des agetds@miques, le tauxy donné par la théorie
devrait étre de l'ordre de 4% a 5% £1%, y~2, u~2% et 0~2%). Or, sur les marchés
financiers, la rentabilité observée des actifs w#rés comme sans risques (par exemple, les
obligations émises par des Etats réputés fiablesyitie en général entre 1% et 3%Ce
décalage, baptiséquity premium puzzlest un vieux probléeme encore non résolu a cehjiur

que de nombreuses explications aient été avane®as[§]). Il fait partie des arguments a
I'encontre du modele d'espérance d'utilité.

1.5 Stratégies de décision face au risque

On vise ici a introduire deux aspects de la dégitae au risque : tout d’abord, la notion
d’option et I'idée qu’en présence d’incertitude $ifutur préserver une certaine flexibilité des
choix peut avoir de la valeur et, dans un secontpse la notion d’allocation optimale des
ressources sous contrainte budgétaire lorsqueleéanbénéfices des projets que I'enveloppe
budgétaire sont incertaines.

1.5.1 Maximiser I'espérance ou espérer le maximum ?

L'individu compare deux loterieX et Y sur la base de leurs équivalents certains
RX = E(X)-PX et RY=E(Y)-PY, ou PX et PY sont les primes de risque qui peuvent étre
calculées comme indiqué précédemment. Formellemé&mnilividu résout le probléme
maxRX, RY) & ou, en environnement certain, il aurait réselproblémemax(X,Y).

Supposons que l'individu confronté au choix enge lbteries (risquéesX etY ait la
possibilité de troquer son probléme décisionmeb({RX, RY) contre le problémeaxX,Y) . En

notantZ = maxX,Y), il en retirerait le gain certain
RZ = E(z)- PZ~E(max(X ,Y))—%cov(max(x Y).c)

Ce cas peut se produire par exemple s'il est desgiattendre une certaine information qui va
rendre certains les gains des loterdéset Y. Au moment ou l'individu choisi d'attendre cette
information, Z est une variable aléatoire mais, lorsqu'il sergp@ssession de l'information, le

choix se fera sur la base des valeurs sans ridgliedévidu résoudra le probleme sans risques

max(X,Y) .

Attendre l'information qui va supprimer lincerti présente donc une valeur si cela
conduit & ma{RX,RY)<RZ . Dans le cas ou lindividu n‘aurait aucune siver au risque
(primes de risque nulle), l'information aurait dame valeur dés que

max(E(X ), E(Y)) < E(max(X,Y)) (14)

13On raisonne ici en taux réel, c'est-a-dire horgiih.
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Or, il se trouve que linéquation (14) est toujowksifiée. Par continuité, on peut donc
intuitivement comprendre que, si les primes deugsgsont faibles, la méme inéquation peut étre
vérifiée méme lorsque le décideur présente unesamrenon nulle pour le risque. Ainsi, plutét
que de choisir entre diverses loteries sur la daskeurs équivalents certains estimégsriori, le
décideur peut avoir intérét a décider ultérieurenuee fois que toute incertitude sur les loteries
aura disparu.

Le principe exposé ci-dessus repose, on l'aura geygur la perspective de réduire le
risque par l'acquisition d'une information suffisanPour préciser ce concept, noto§s le
niveau d'information a disposition de lindividu anoment t ou il prend sa décision.
Initialement, il dispose du niveau d'informati&) = s,. S'il résout immédiatement le probleme

de choisir entreX et Y, il en retirera le bénéfi¢e
maxqE(u(C+X)|S =) EU(C+Y)|S =5,)) (15)

S'il choisit d'attendre d'avoir un niveau d'infotroa futur § (§ est inconnu initialement), il
retirera au momerit le bénéfice

maxqE(u(C+X)|S).E(u(C+Y)|S))

Ce bénéfice futur est toutefois incertain (puislguriveau d'informatior§ I'est), de sorte que la
valeur initiale de ce bénéfice escompté est

E(max(E(u(C+X)|S).E(ulC+Y)[S))IS=5) (16)

Avec le méme raisonnement qui conduit a l'inéquafid) et sous réserve que l'information
disponible & linstantt soit au moins aussi compléte que celle connudalimment®, on a
(15)<(16), et cela sans supposer quoi que ce soitatersion au risque du décideur. Acquerir
de l'information pour décider avec un niveau diinfation § plus riche que le niveau initig,

présente donc une valeur égale & (16) - t15).

1.5.2 La notion de valeur d'option

Par analogie avec la finance, une branche du célcohomique s'est développée ces
dernieres années autour de ce que I'on appelleptans réelles. En finance, une option est un
contrat qui permet a son détenteur d'acheter oreddre une certaine quantité d'un bien ou d'un
actif a un cours convenu a l'avance et a (jusquia) date fixée. Une option est donc pour son

Yon a X< max(X,Y) et Y< max(X,Y). L'espérance étant une fonction croissante, on oacd
E(X)S E(max(X,Y)) et E(Y)S E(max(X,Y)), ce qui permet de conclure.

150n réintroduit ici la fonction d'utilité et le niae de richesse de I'individu pour bien montrer lgugisonnement
découle en fait directement du choix de représéesgpréférences des individus par un modéle d'aspé d'utilité.
18 pratique, cette hypothése permet d'utiliser Ilaopmété des espérances conditionnelles
emboiteeE(E(1S)1S, = 8)=E(1S =)

17Acquérir de l'information présente souvent un cgéatfois non négligeable, comme le montrent pamgte les

travaux de prospection pétroliere pour détermirervéleur potentielle d'un champ pétrolifere. Ce tceft
implicitement pris en compte ici dans l'investissetrinitial demandé par les proje¥ et Y .
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détenteur une forme de couverture du risque pubguransforme un flux futur incertain en flux
certain. La prime d'option est le prix demandé lgavendeur de l'option en contrepartie du
contrat de couverture. On montre que, en I'abséopportunités d'arbitrade le prix de l'option
est égal a la valeur actuelle du risque a I'écheéanc

Les options réelles reposent sur les mémes congEptsque les hypothéses relatives aux
marchés financiers ne soient pas rigoureusemerifiéedr: liquidité, absence d'arbitrage,
réplicabilité de l'actif que I'on souhaite couvriBar exemple, engager aujourd’hui les études
préliminaires et les procédures de réservationiéoagour avoir la possibilité de construire, a
horizon de 20 ans si cela s'avére nécessaire, omeelte infrastructure de transport est une
option réelle. Le codt initial des études et deélservation fonciére est a comparer a la prime du
risque que l'on ne puisse pas construire linfuatire ultérieurement, ou plutdét qu'on la
construise avec d'importants surcolt de réalisatims a [linsuffisance d'études ou au
développement de I'urbanisation.

Pour fixer les idées, considérons un investisserdertolt estimék que I'on souhaite
réaliser a une date futunie. Le colt réel de cet investissement, a une tlafeelconque, dépend
de facteurs économiques non maitrisés et non fssavec certitude, telle par exemple
I'évolution des colts du foncier. Le prix réel ayeale jour ou I'on décidera de réaliser
I'investissement est donc une variable aléatdife Si le prix des terrains s’accroit rapidement, il
est possible qué, dépasse le montant prévisionnélet que cela compromette la rentabilité du
projet. A l'inverse, si le prix du foncier s’efforal I'investisseur pourra réaliser son projet pour
un codt réel inférieur a son estimation initialen Whvestisseur averse au risque peut donc
chercher a se prémunir contre la possibilité qued@t réel a terme dépasse son estimation
initiale (X; = K'), en prenant une option lui garantissant qu'iegaiau maximunK. La valeur

V, de cette option a la date<T est egale a l'espérance actuelle du surcolt cuirgid
éventuellement se manifester a la dhtesoit™

V, = E[e0 max(X; - K,0)) (17)

Afin d'étre assuré de réaliser l'investissemenga adte T pour un colt au plus égal B,
l'investisseur serait prét a payer au pMs Si le colt actuel d’acquisition des terrains est

inférieur a cette valeur, l'investisseur aurait dantérét a les acheter tout de suite (prendre
I'option) afin de se prémunir contre la hausse reifprobable des prix du foncier. C’est peu ou
prou le principe des procédures de réservationidomcmises en ceuvre pour de futures
infrastructures publiques : le colt de ces mesteste faible par rapport aux codts futurs qui
suviendraient en cas de forte inflation du colttéesins (ex : urbanisation rapide en périphérie
d'agglomération). Par extension, toute stratégiet ¢ colt est inférieur a la prime d'option

18crest-a-dire gu'il n'existe sur le marché aucuregégjie permettant de gagner de l'argent & coug gartir d'un
colt d'investissement nul. Cette hypothése théerigt généralement vérifiee si le marché est igasde et s'il
n'existe aucun codt de transaction, ni aucune aiomér sur les quantités ou sur les ventes a dédouvabsence
d'arbitrage implique que le vendeur du contrattéopne peut placer la prime d'option de maniegagner a coup
sdr a I'échéance du contrat. Sa propre stratégiefpoe fructifier la prime d'option en minimisasn espérance de
perte est ainsi de suivre en permanence la vattuelte du risque a I'échéance.

19i 1on suppose queX, est un mouvement brownien géométrique. (dX, = rX,dt+oX,dB, ou encore

r—2"t+
2

X, =X,e ), on reconnaitra dans cette formule le problemBldek et Scholes pour un Call financier.
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théorique et procurant la méme " assurance" cdatmsque futur sera avantageuse pour le
décideur et présentera une valeur nette égale mir@e d'option minorée du colt de ladite
stratégie.

1.5.3 Allocation des ressources sous contrainte budgétaire

En présence d'incertitude, le choix des projetswstissement est délicat : faut-il investir
dans un projet qui, en cas de scénario défavoralalegrerait un échec et consommerait en pure
perte des ressources qui auraient pu servir ardmprojets ? Lorsque le projet est marginal par
rapport aux ressources disponibles, il n’y a pasnvent de probléme : quel que soit le succes du
projet, les ressources mobilisées sont négligeatles®ntament pas la capacité de financement
pour les autres projets. Une infrastructure despart coltant pres d’'un milliard d’euros peut
sembler marginale a I'’échelle du budget de I'Etit Kordre de 350 Md€) mais ne I'est pas en
pratique, du fait d'un certain cloisonnement budgét: les crédits alloués par I'Etat a
l'investissement en infrastructure de transportésentent entre 2 et 2,5 Md€ par an (budget de
'AFITF). Le choix entre plusieurs projets risqués présence d’une contrainte budgétaire, elle-
méme incertaine (le niveau des ressources fisvalés avec le PIB), est donc un probléme.

Considérons deux projets coltant respectivenhergt |,, et engendrant des reveniés
et A,, soit des bénéfices respectiy = A -1, et B, = A, —1,. On suppose que toutes ces
variables sont aléatoires. Il existe par ailleuns enveloppe budgétair®, elle aussi aléatoire,
qui dimensionne les ressources disponibles powander les quantitéx, et x, des deux

projet$’. L'objectif du décideur public est de maximisershérance d'utilité tenant compte des
projets tout en veillant a ce que leur colt ne dépgas I'enveloppe budgétaire disponible :

maxE(u(C + x,B, + x,B,)) sous la contrainte, |, + x,I, < D
X, Xo

ou C est la richesse collective (les projets sont sg@ponarginaux par rapport a cette richesse).
Il s’agit d’'un probléme d’optimisation stochastigeeus contrainte. La contrainte est ici

mal définie puisqu’on ne dit pas si elle doit éiggifiee dans tous les cas de figure possibles,
dans la plupart des cas (contrainte en probabMif&!, +x,1, >D)< ) ou simplement en
espérance E(x |, +x,1,)< E(D)). Andrieu ([1]) dresse une liste des formes matitémes
possibles pour cette contrainte et montre lesaiifiés de résolution inhérentes a ce type de
probléeme. Pour simplifier, et par similitude av&pproche en univers certain qui conduirait a
optimiser le lagrangien du probleme, on supposeuei la contrainte est intégrée a la fonction
d’utilité avec un facteur de pondératidn:

maxE[u(C +x,B, +%,B, +A(D = x|, = x| 2))]

Xq,Xo
Autrement dit, on suppose que le respect de lar@iotd budgétaire est un objectif placé sur le
méme plan que la maximisation des bénéfices tieSsddux projets, mais que cet objectif est
affecté d’'un poidsi par rapport a I'objectif principab(priori A <1).

20 A priori, X, et X, valent 0 ou 1 sauf si 'on s’autorise a réalisesigurs projets du méme typ& (et X, entiers

naturels) ou s'il est possible de fractionner laistion des projetsX et X, réels positifs).
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Proposition 8 (critére de sélection des projets)

Si la collectivité est confrontée a un ensemblepdgets risqués, dont la somme reste
marginale par rapport a la richesse collectivessale bénéfice net par euro investi (corrigé pour
le risque systématique) est un critére valablegtkcton des projets.

Justification de la proposition 8
Sous réserve d’hypothéses standards sur la fondiotiité U (continuité, différentiabilité) et sur I'espace
d’optimisation (convexité), les dérivées partielfiesla fonction objectif s’écrivent :

aE([;((M)]: E[UI(C"' X,B; +x,B, +/1(D =%l - X2|2))'(Bl _/"1)]

OBy 118, + 5,8, (0 11, -l )E -]

Si C est suffisamment grand, on peut faire I'approxioraiu' (C + x, B, + x,B, +/\(D =X 1, =%l 2) :u'(C).
Il suit alors les égalités approchées :
.1 OE[u(.)] E[u'(C). .Bl - AL E(B, - 11,)+ coMu (C).’ B, - Al,)
Eu(c) ox E(u(c)) Eu(c)

~| E(B,)-Lcov®,,C) |-A| E(1,)-Lcov(,,C)
()0l 0)
Y

E(U}(C))GE([;)]((ZM)]:(E(B) Ccov(Bz,C)j ( (, )—gcov(lz,C)j

En signalant par une astérisque les équivalentsaioer au premier ordre des grandeurs utilisées. (

Bl* = E(Bl)—LCOV(Bl,C), etc.), les dérivées de la fonction objectif aenpier ordre sont donc positives si
C

B, -Al, 20etB,-Al, >0
Les dérivées positives signalent les projets dasquels il est optimal d’'investir car leur réalisatapporte un
surcroit de bien-étre, a la différence des dérivégatives qui signalent les projets dans lesquels faut pas
investir (NB : dans un espace d’optimisation aalslgs continues, il faudrait investir dans les gopui améliorent
I'espérance de bien-étre jusqu’a ce que les d&igéaespondantes s’annulent). Autrement dit, sigaifie que les

projets intéressants pour la collectivité vérifieBf /17 > A : le bénéfice net par euro investi est supérieur a
coefficient de la contrainte budgétaire (0,3 pauFtance, cf. [5]).
m|

La proposition 8 fournit un critére de sélections darojets, mais pas un critére de
hiérachisation des projets les uns par rapportaares. En effet, les projets sont d’autant plus
intéressants pour la collectivité¢ que leur contiidou marginale a l'espérance de bien-étre
collectif est grande, c’est-a-dire que la dérivéerespondante est élevé® Al grand).

Lorsque les projets ont le méme codt, cela sigmji®on peut les classer par ordre ge/1;

décroissant, mais cette regle n’est plus valabléesicolts d'investissement sont différents,
comme le montre le tableau suivant.

hypothése A = 03 I B B/I B -1l
Projet 1 10 30 3 27
Projet 2 20 40 2 34

Par ailleurs, la proposition 8 n’est valable queirpdes projets marginaux et dont la
somme est marginale par rapport au PIB nationahsOa cas contraire, I'utilité marginale
supplémentaire apportée par les projets ne peuéfpasapproximée comme nous l'avons fait
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dans les calculs de justification de la propositide serait-ce qu’en améliorant I'approximation
au premier ordre, on voit que les calculs deviehnettement plus complexes. lls imposent en
particulier de tenir compte de primes de risqueditimhnelles sur les projets envisagés. Ces
primes additionnelles a la prime de risque syst@uat(c’est-a-dire additionnellesgcov(...p))

sont de deux natures :

e d’une part, une prime de risque tenant compte dmieélation entre le projet et le
montant de I'enveloppe budgétaire disponible ; féet,eun projet couronné de succes
lorsque les ressources sont réduites par aillestspeeférable a un projet qui
imposerait la double sanction d’échouer a générsrbgnéfices et d’évincer les autres
projets ;

« d’autre part, des primes de risques tenant comgecdrrélations deux a deux entre
les projets, ces primes traduisant le principe gudaudget donné, il est toujours

préférable de diversifier son portefeuille d’actifs

2 Un modele décisionnel plus réaliste

Une autre classe de modeles que le modéle d'espérdntilité repose sur une
formulation plus souple qui introduit, outre la @ion d'utilité u, une fonctiong représentant
les croyances de l'individu. Les observations neomten effet que les individus tendent, d'une
part, a surestimer les probabilités des événememtss et, d'autre part, a surestimer les
probabilités des événements négatifs par rapportpanbabilités des événements positifs. Les
croyances viennent ainsi modifier la perceptionadiei de probabilité et tout se passe comme si,

au lieu de raisonner avec une loi de probabR{& < x), les individus raisonnaient avec une loi
déforméé' ¢(P(X < x))=¢oF,, ol o désigne l'opérateur mathématique de la compositen
deux fonctions. Le modele d'espérance d'utilité a@ssi remplacé par le modeéle d'espérance
déformée de I'utilit¥, ol I'on noteraDE le nouvel opérateur (non linéaire !)

mxaxDE(u(X)) = mXaxJ'u(x)d (#(P)) (19)

#Pour que cette fonction soit bien une distributienprobabilité, il faut imposer qug est une fonction croissante
de [0,]] dans[O,]] et vérifie ¢(0) =0 et ¢(1) =1.

2 orsque X est a valeurs réelles, le modéle présenté ict@stu dans la littérature scientifique sous le rtem
“"modeéle d'espérance d'utilité dépendante du ramgtaison du fait que la fonctigh modifie les probabilités selon
le rang respectif des différentes valeurs possiplks précisément selon la valeur de la fonctiemépartition) de la
variable aléatoireX . Si les valeurs possibles d€ se répartissent dans un interva[B:‘ b], la déformation des
probabilités d'occurrence de chaque valeur va déipede la place de cette valeur par rapport ausesuwialeurs
possibles de lintervalle :P(X = a) deviendra ¢’(F>< (a)),P(X = a) = ¢'(O),P(X = a), P(X = b) deviendra
#'(F, (b).P(X =b)=¢'(1)P(X =h) et plus généralemer®(X = x,a< x<b) deviendrag'(F, (x)).P(X = ).
Cette classe de modeéles est en réalité une braactieuliere des modéles fondés sur la théoriecdpscités (voir

[2]). Dans ces modeéles, la mesure de probabdlie est remplacée par une mesure de cap@bitéla capacité étant
une fonction d'ensembles possédant moins de ptégprigi'une probabilité (notamment, elle perd Itith). Les

fonctions de la forme¢(P) sont des cas particuliers de capacités.
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Par la suite, on notera, la densité de probabilite de la variable aléataie (par
définition, p, (x)dx=P(x< X < x+dx) = F,'(x)dx) et l'on supposera que la fonctigF, ) est
suffisamment dérivable (et ses dérivées intégradlesens des distributions). En utilisant le fait
que dg(P)=¢'(P)dP (ou de maniére équivalental(goF,)=¢'-F,.dF, ), le modéle
d'espérance déformeée de I'utilité (modéle DEU) peugécrire ainsi

mxaxDE(u(X)) = m)z':lx_[u(x).¢' o Fy (X)dP = mxaxE(u(X).¢' o Fy (X))
On constate qu'il s'agit d'un modele d'espérandeditd’ dans lequel I'utilité est modulée par un
facteur dépendant des croyances du décideur audsija loi de probabilité sous-jacente. C'est

cette dépendance vis-a-vis de la loi de probabditd-méme qui rend le modele difficilement
utilisable pour mener les mémes raisonnements egilaymodéle d'espérance d'utilité.

2.1 L'impact des croyances du décideur sur la déformation des
probabilités

Les graphiques suivants illustrent comment lesamogs de l'individu, représentées par la
fonction ¢, peuvent modifier la distribution de probabilitBlisée pour apprécier le niveau de
risque. Ici, la distribution initiale est une lairmale centrée d'écart-type égal a 1.

Représentation de la fonctigh Impact deg sur la densité de probabilité
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Lorsque la fonctiong est sous la premiére diagonale (cas d'une fonciowexe), les
probabilités sont déformées vers les valeurs pesitile X : l'individu accorde plus de poids aux
valeurs les plus grandes. A l'inverse, on obseitvgue lorsque la fonctiog est au dessus de la

premiére diagonale (cas d'une fonction concave)ptebabilités sont déformées vers les valeurs
négatives : l'individu accorde plus de poids auews les plus petites.
Lorsque la fonctiong passe alternativement au dessus et en dessous gteniere

diagonale (cas d'une fonction & symétrie centralesde premier carré), les probabilités sont
déformées tant vers les valeurs positives que lesrvaleurs négatives. Dans notre exemple,
l'individu accorde plus de poids aux valeurs exai@s et les queues de distribution sont
épaissies, mais on aurait pu également représéaimmple inverse dans lequel l'individu
accorde plus de poids aux valeurs centrales gieses de distribution sont écrasées.

2.2 De la difficulté de mener les calculs formels avec ce nouveau modele

Le modéle d'espérance déformée de lutilité esif eaception, non linéaifé Pour
comprendre cela, considérons le cas de la var@édoire— X , c'est-a-dire une loterie de méme
loi de probabilité que la loteriX mais de gain opposé. Sa fonction de répartitioprdbabilité
vérifie F_, (x)=P(-X <x)=P(X 2-x)=1-F,(-x), de sorte qued(F_,(x))=(dF, )(-x). Si
l'opérateur d'espérance est bien linéafrd'opérateur d'espérance déformB& ne l'est pas
priori.

DE(-X) = E(-X.¢'o F (- X)) = ~E(X.¢'(1-F, (X)) # ~E(X ¢'= F (X))
Des que la fonctiong’ n'est pas symétrique par rapport a 1/2 (cas on #aorait
Ox0[0,1, ¢'(1- x) = ¢'(x)), la derniére égalité n'est pas vérifiée : pouingividu se comportant
suivant ce modéle, une loterie négative n'est gaw@lente a l'opposé d'une loterie positive.

Considérons maintenant la possibilité d'ajoutexdeteries X etY.

DE(X +Y)=E((X +Y)¢'o Fy, (X +Y))
La fonction de répartition d'une somme de variabléatoires est le produit de convolution de la
fonction de répartition de I'une quelconque d'ealies par la fonction de densité de l'autre

Fyv (Z) = .[;:_m.[v Px (V) Py (W_ V)dVdWZ J. Px (V)FY (Z - V)dV = pPx*Fy (Z) = Fyxpy (Z)

Cette observation nous conduit & deux formulesnques utiliserons par la suite, I'une sous forme
d'espérance, l'autre dans le cas ou l'une desbigsi@st en réalité une constante (c'est-a-dire

affectée d'une probabilité de type fonction de ®a=a ~ Oz p,(z)=J,(2))
Fyxpy (2) = [Fy (2-v)py (V)dv= E(F, (z-Y)) (20)

Fx0,(z) = I F, (z-v)o,(v)dv=F,(z-a) (21)

23g; @ estla fonction identité, il est clair que le mtedeést linéaire.
?%on a en effetE(- X ) = J -xd(F_, )= J -x(dF, )J(-x)= —J‘y(dFX Ny)=-E(X) en utilisant le changement de
variable y = —x (I'ordre des bornes d'intégration est intervesi pe changement de variables).
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Avec ces éléments d'algébre, il est possible deenmurelques calculs simples permettant
de comparer le modele d'espérance déformée digd'@vec le modele standard d'espérance
d'utilité (modele VNM).

2.3 Approximation au premier ordre de I'équivalent certain

Proposition 9 (développement du modéle DEU @ortre)
Sous réserve des hypothéselshog I'équivalent certain au premier ordre &n pour le

modele DEU s'écrit
R~ E(X)—[y—¢{2+£DLX’C) 22)

£, C
avec y=-C.u"lu' (indice d'aversion relative au risquey=C.p..¢"(F.)/#¢'(F.) qui est une
mesure de l'élasticité des croyances par rapporhieeau de richesseg, =C.u'/u qui est
I'élasticité de la fonction d'utilité et enfigd = C.(p..8")/(p..#") qui est I'¢élasticité de la
variation des croyances par rapport au niveauathesse.

Justification de la proposition 9
Comme précédemment, ['équivalent certalR de la loterie de gain aléatoireX est défini par
DE(U(C + X)) = DE(U(C + R)) On supposeX et R suffisamment petits et I'on développe au premidreo
en laissant de c6té a chaque étape les termesed&upiérieur ou égal a 2
DE(u(C+X))= E(u(C+ X)¢' F..x (C+ X))
~E((u(C)+ X U(C)N#' o Feox (C)+ X.pex (C)¢" o Fex (C)))
= E(U(C)-¢' ° Fex (C) + X'UI(C)-¢' ° Fe.x (C) + X'U(C)- Pc+x (C)-¢” ° Fe.x (C))
En utilisant I'égalité (20) pour X petit devant 2, on a
Feux (2) = E(Fe (2= X))~ E(Fe (2) - X R '(2) = Fe (2) - E(X) pe (2) et de méme,

Pc+x (Z) = Ipc (Z - V)px (V)dV: E(pc (Z - x))g Pc (Z)’ de sorte qu8

DE(u(C + X))~E(ug' o Fe = E(X)u.pc.g" o Fe + X(u'9' o Fs +U.pc.g" o F.))
~E(ug’ o Fo )+ E(X)E(U'.g o F.)+coX,u'.¢' o F. +u.p.8" o Fe) (23)

Par le méme raisonnement et en utilisant I'égé#itd, le développement pour I'équivalent certéfndonne une
formule similaire

DE(u(C + R))~E(ug' - F.)+ RE(u'¢' o F.)
En égalisant les deux termes, on obtient une appetion de I'équivalent certain au premier ordre :
couX,u'.@' o F. +u.p..¢" o F
RvE(x) + COAX NS o P+ 470 Fc)
E(U P'o Fc)
Si l'on suppose que la richesdé varie peu par rapport a son espérarEéC):C, on peut faire les

approximations suivant&s B
u(C)g' e Fe(C)=u'g' o Fo +(C-C)(u'¢ o Fe)

(24)

Zpour alléger les notations, on omet la dépendaadeutes les fonctions par rapport au niveau desgeC .
2p0ur alléger les notations, on omet la dépendaacteudes les fonctions par rapporCa
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u(C).pc(C)g" o F.(C)~u.p. 4" o F. + (C - 6)-(U-pc $"oF.)
L'équation (24) devient

reE(x)+ U0 e Feruped e F)C) o o
(U P'oFe )(C)
formule qui se réécrit comme l'équation (22) eraposes diverses notations indiquées dans la pitiquo$.
O

L'approximation deR présente une forme assez similaire a celle issuenddele
d'espérance d'utilité, a savoir un terme d'espérdngain et un terme exprimant la corrélation de
ce gain avec l'utilité de la richesse (ou plut& igilitts nominale et marginale percues par
lindividu). Formellement, seul le coefficient d&gion au risque s'en trouve modifié. Tout se
passe comme si l'aversion au risquetait minorée d'un terme tenant compte des cr@gmde
l'individu (et plus particulierement de leur €lagé ¢ au niveau de richesse). Si les croyances,
ou l'appréhension de l'individu, sont totalemeipendantes du niveau de richesge (), la
prime de risque dépend uniqguement de l'aversiorisgue. Si I'appréhension diminue avec le
niveau de richesse (tendance a l'optimisge,0), la prime de risque se trouve réduite (ee
versasi I'appréhension augmente avec le niveau de sefes

2.4 Vers un nouveau taux d'actualisation ?

Si l'on reprend le probleme de [utilité intertemrgite d'un projet engendrant une
séquence temporelle de flux économiquég, X,,...,.X,  a.chaque période, I'équation (10)
devient, sous certaines hypothéses de sépardbitiigorelle des lois de probabilité dés et des
X, que I'on ne détaillera pas ici :

DE(Z e‘du(Ct + X, )J = Ze_d E(U(Ct +X )¢’ ° Fct+xt (Ct +X ))

t=0 t=0
En utilisant le développement de I'équation (28)pbserve que le taux d'actualisation a prendre
en compte dans la VAN évolue non plus comme I'espér de I'utilité marginale de la richesse
mais commeE(u'(C,).¢' « F. (C,)) et quiil doit étre défini par

1 [ E[U(C,)¢"e Fe (C)] J

a=d-1In E[U(C, )¢ = Fe, (G, )|

La dépendance en temps du facté&u'(C,)¢' - F., (C,)) est délicate & évaluer et fait apparaitre
des termes additionnels dans la formule du taustaldisation.
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Proposition 10 (forme possible du taux d’actuaiisatians le modéele DEU)

Si la richesseC, est un mouvement brownien géométriqhie= C,e""* | si la fonction
d’utilité u est CRRA de parametne et si la fonction de croyanag est une fonction puissance
de la formé’ ¢(x)= x?* (avec—1< ¢), alors le taux d’actualisation est de la forme

2 2
at:5+w—%/12+yam% (25)

Justification de la proposition 10
Il s’agit d’étudier la dépendance en temps de tastion f ()= E(u’(C[ )¢’ o F. (C, )) Commencons par remarquer

que la variable aléatoirdJ, :Bt/\ﬁ suit la loi normale centrée réduit,e\/’(O,]) de densité de probabilité
V2
N'(v) = ieT. On a aloraj’(ct):co’ye-”“V”Bt et F, (Ct)=N(Bt/ﬁ)- Plutot que d'utiliser le lemme d’Itd pour
2ir '

estimer la dériveé!f (t): il est plus aisé de dériver directement I'expi@séntégrale de la fonctiorf
dt

f(t)=[C, e x (p+ N (V) x A" (v)av

On passe ici sur les considérations d'intégrabiléda dérivée de I'intégrande et, plus généralensem le détail des
calculs qui font intervenir une intégration partjgs, pour aboutir directement au résultat :

0=~ L i)~ Putes el S0 e g on (1)

Le premier terme du membre de droite conduit atetacd'actualisation obtenu dans le cas du modelpérance
d'utilité (voir (13)) et le second terme corrige faeteur d'actualisation de l'effet des croyancesl'iddividu,
représentées par la fonctign Le terme correctif pose toutefois un sérieux [oie dans la mesure ou il présente
une dépendance en temps, dépendance d'autantrahdegjuet est petit : pour des horizons courts, I'impact des
croyances du décideur est significatif. On voitgoe si-1< ¢ <0 (tendance au pessimisme), les croyances ont pour

effet de réduire le taux d'actualisation calculélpanodéle d'espérance d'utilité.

On peut s’en convaincre en cherchant une solufipnoghée de I'équation différentielle. L'approximatrepose sur
I'observation :

Ox, (@+ N (x))7 A" (x) ~ le [X; mj

c'est-a-dire que moduler la densité gaussien/ﬁ@) par une fonction puissance de la distributiM(x) revient a

peu prés a translater cette densité d'un paranmétet modifier son écart-type d'un paramegre En utilisant le
développement limité dw(x) en 0, ces deux parameétres sont définis par :

N 2°(mr+2¢)"° L etm=si 2In 2¢
/‘_(<0+1)(ﬂ+4¢)“’((ﬂ+ 2¢) - rip?) t gr(qo)vu | [/‘(¢+1)J

Numériquement, on vérifie que l'approximation esstifiee pour —0,7<¢ <5. Le schéma suivant illustre
I'approximation pourg = -0,5 (m=-0,627 et A =1,246) ; I'erreur quadratique moyenne est inférieurel&«0

’pour ¢ =0, lafonction@ est la fonction identité : il n'y a pas de tramsfation des lois de probabilité du fait des
croyances du décideur. Pogr> 0, la fonction@ est convexe : le décideur surpondere les résyiteisifs, et pour
—1<¢<0,lafonction@ estconcave : le décideur surpondére les résuiéaatifs.
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v N'()
|Phi(N () N'()
--N'(m, lambda)

- 2,221
Des calculs un peu longs conduisent alors a 'appration f (t)~u'(c,)e ™" "2 it

paramétres dépendants geléfinis précédemment. La formule (25) en découle.

,olm et A sontles deux

O

La formule (25) du taux d’actualisation reste cenée avec celle dérivée du modele
d’espérance d'utilité, dans la mesure gi=0 implique A=1 et m=0 de sorte que l'on

retrouve la formule (13) si I'on suppose qu’il rdypas de déformation des probabilités du fait des
croyances.

Les graphiques suivants illustrent I'impact dedaction de croyance sur le facteur
d'actualisation et sur le taux d'actualisationsdoie ¢ est de la formeg(x) = x”*, avecg = -0,5
(pessimisme),¢ =0 (neutralité,i.e. on retrouve le facteur d'actualisation standatdy e 2
(optimisme). Pour cette application numérique, su@posey =2, 1 =2% et g = 2%.
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Lorsque l'individu fait preuve de pessimisme séavdlution de son niveau de richesse
(¢ <0), tout se passe comme s'il utilisait un taux dagtation inférieur au taux théorique défini
par le modele d'espérance d'utilité. Il est ainét p accepter des placements sans risque avec des
taux de rentabilité de l'ordre de 1% a 2% a caurhé (1 a 2 ans). S'il est trés pessimiste, le taux
d'actualisation de court terme peut méme devemjatif§cas non représente ici). A l'inverse, s'il
est optimiste sur I'évolution de son niveau deeassle ¢ >0), il ne s'engagera que dans des
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projets présentant une forte rentabilité : 6% aarB6rizon de 1 a 2 ans.

Par ailleurs, a mesure que I'horizon temporel ighédg le taux d'actualisation se rappoche
du taux théorique défini par le modéle d'espérahadité. En effet, I'incertitude sur le niveau de
richesse a moyen terme amoindrit I'impact des crogs de l'individu sur ses exigences de
rentabilité des projets qu'il envisage : qu'il sgttimiste ou pessimiste, son biais de jugement
diminue quand l'individu considére le futur loimtaiToutefois, si I'on en juge par la forme de

I'équation (25), quandt - +oo, il subsiste un biais a long terme par rapport taux
d'actualisation classique puisque l'effet préecaudést corrigé d'un facteur généralement différent
del(A#£1).

En définitive, le modele d'espérance déforméeutidité pourrait expliquer une partie du
probleme de équity premium puzzlenentionné au 1.4.2.
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